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Le but de ce probleme est de définir et d’étudier, de différentes manieres, la cons-
tante d’Euler. Les quatre parties proposées sont, dans une large mesure, indé-
pendantes les unes des autres.

Partie I -
Pour tout n>2, on pose :

yu, =8, -Inn,v, =8, _;-Inn.

I.A - Montrer que : Ox O[0,1[, x+In(1-x)<0, x—In(1+x)=0.

L.B - Montrer que les suites (z,) et (v,) sont adjacentes. On notera y leur limite
commune.

Montrer, de plus,que : On22,v,<y<u,.
I.C - En déduire une valeur approchée de y a 107" prés.

LD - Posons: On>2,

= parn 1
w, = In P
Montrer que la série de terme général w, est convergente et que I'on a :
n = +oo
u,-y= Z w, .
n=p+1

LE - Soit 2 un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout réel non nul ¢, on pose :
_1
f@) = e

I.LE.1) Soit g la fonction affine définie sur l'intervalle [k-1, k] par :

gk-1) = f(k-1), g(k) = (k).
Calculer :

J’I]:_lg(t)dt.
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I.LE.2) Montrer qu’il existe une et une seule fonction 4, affine sur chaque

. 1 1 .
intervalle ]-o, £ _2[ , [k -5 +oo[ , telle que :

h(k-1) = f(k=1), h(k) = f(k), h'(k-1) = ' (k-1), h'(k) = [' (k).

I.LE.3) Que peut-on dire de la continuité de 2 ?
I.LE.4) Calculer:

k
[, oy,

LF - Montrer que :
Ot O0[k-1k,A(@)<f(t)<g(¢).

1.G - Etablir 'encadrement suivant :
;+i+i_;g|nmimg;+i.
2-1) 2k g2 gr_12 k-1 2G-1) 2k

LH - En déduire un encadrement de u, -y, pour n=2.

LI - Donner une valeur approchée de y a 1073 prés.

Partie II -

II.A - Montrer I'égalité :

PTh g
iglz _Iol——tdt

II.B - En déduire que :

_ A x'odx 2 Tt dx
Sl = e s P = s
II.C - Démontrer les inégalités suivantes :
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I1.C.1) OxOIR,

X
l+x<e .

II.C.2) 0Ox0O[O,n],
_ an —X
% ED <e .
II.C.3) 0Ox0O[0,n],
an x
E*l +3 <"
II.C4) 0Ox0O[0,n],
O &4 x
- 21-=—.
g4 n
N.B. : on pourra commencer par démontrer que :

Ou0[0,1,(1-u)"-1+nu=0.
II.C.5) Ox0O[0,n],

2
- Xt _x° =
OSex—%L— S—-e .
i Tn

N

I1.D - Montrer que l'intégrale

—X
+ooe

I —dx
1 X
converge et que 'on a :

dx

0 X
v = J’;(l—e_x)x _II < dx.

Partie I1I -

On pose : Ox >0,

o(x) = 1

—X
l1-¢" %

IIL.A - Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et bornée sur IR+.
IIL.B - Montrer que l'intégrale J' ;we_xcb(x)dx est convergente.
IIL.C - On pose, pour n=2 :

—X —nx
+00 e —e

I,(a) = J’a po dx .
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Montrer que I, (a) existe, pour tout ¢ >0, et que 'on a:

na nal_— e—x

—X
Oa>0, I,(a) = | %dx: Inn— [

—X —nx

ITL.D - Montrer que I'intégrale J’;m%dx est convergente et que l'on a :

dx .

X —nx
+°°€

—e
J’ ————dx= Inn.
0 X

IIL.E - Montrer que :

v, = I;m(e‘x —e )0 (x)dx .

IIL.F - En déduire que :
y = J’O e o(x)dx .

Partie IV -

Soit IR,[X] le sous-espace de IR[X] formé des polynémes de degré inférieur ou
égal a n . Soit @ 'endomorphisme de IR[X] défini par :
OP O IR[X] 0 (P)(X) = P(X +1)—P(X).

Soit @, la restriction de ¢ a IR,[X], considérée comme endomorphisme de
R, [X] .

IV.A - Déterminer Ker ¢, Kerg, , Im @, , Im ¢.

IV.B - Soit p O IN. Montrer qu’il existe un et un seul polynéme P, de IR[X] tel
que :

o(P,)(X) = X", P,(0) = 0.
IV.C - Soit, pour p=>1, Q,(X) = P',(X)-P',(0).
IV.C.1) Calculer oQ,).
IV.C.2) En déduire I’égalité :

Q,(X) = plP, ,(X), Op=1.
IV.D - Déterminer les polynémes P,,pour 0<p<5.
IV.E - Montrer que :

1
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IV.F - Pour %, p 0 INU, on pose :
1pP,_4(¢ )
= ot
O(¢ +k)”
IVF.1) Déterminer une relation de récurrence entre I p(k) et I, (k).
IVF.2) Calculer I,(%).
IVF.3) Donner une expression de I4(k) en fonction de I,(%) .

IV.F.4) Etablir les inégalités suivantes :
11 1 L Ocrm<o.
T80 (14 )™
IVFE.5) ATaide de la question I.D, en déduire un encadrement de u, —vy.

IV.F.6) Donner les dix premiéres décimales de y.

eee FIN eoee
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