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MATHEMATIQUES |

Pour tout entier naturel non nul n, on notera P, le polynéme de Taylor d’ordre

n de I'exponentielle au point O :
n
k
_ X
PaX) = 2 7
k=0

On notera : [A, |, A, 5 - Ay n] UN systeme de racines complexes de P, . On
remarquera qu’en posant

* _ Mk
pour tout nOIN -, z, = —=,

le systéeme [z, ], ., ., est un systéme de racines du polynéme
n,= P,(nX). (1)

Le but de ce probléme est d’établir les deux résultats suivants, auxquels on don-
nera un sens précis et dont la preuve fera lI'objet des parties Il et 111 du pro-
bléme, qu’on peut conjecturer a l'aide d'un logiciel de calcul formel :

-z AN N
Lorsque n — «, les nombres complexes &, = z,, & " tendent a "s'accumu-
ler" sur le cercle de centre O et de rayon 1/e.

Les nombres complexes &, , tendent a se répartir "réguliérement” sur le cer-
cle précédent. Dans la derniére partie on applique ce résultat a I'obtention
d’'un équivalent du nombre de racines de P, dont la partie réelle est positive.

Enfin quelques rappels dont la preuve n’est pas demandée.
1- Une suite extraite (ou sous suite) d’'une suite (z,) de nombres complexes
est une suite de la forme (z,) ol (p,) est une suite strictement croissante
d’entiers [on pourra noter p,, p(n) si l'on préfére].
2- De toute suite bornée de nombres réels ou complexes on peut extraire une
suite convergente.
3- (Convergence dominée pour les séries) Soit (Un 1 ky 0 INxan - UNE suite
double de nombres complexes. On suppose qu’existe une suite (v,) de réels
positifs telle que :
Pour tout couple (n, k), |up, | < V.
Pour tout entier k, la suite nau,, , admet une limite I, .
La série de terme général v, converge.
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Alors pour tout nOIN la série

> up, i converge et la série > I, converge
k=0 k=0

00

00
etlona: lim 2unk= > I
N=®=g k=0

k=0

Les trois premiéres parties sont indépendantes entre elles sauf les ques-
tions I1.E.3 et 111.C.1.

Partie | - Etude d’une courbe plane

I.LA - Soit z = peie un nombre complexe (p O IRj etd OIR). Déterminer, en fonc-
tion de p et de 8 une forme trigonométrique du nombre complexe &= ze™~.

1.B - Démontrer que la fonction u, définie sur] 0, 1] par :
1+ Int
t

est un homéomorphisme croissant de ] 0, 1] sur ]-«, 1] dont la fonction récipro-
gue est de classe c' sur ]-00, 1.

u(t) =

1.C - En déduire I'existence d’'une fonction 6 a r(6) de IR dans IR telle que pour
toutréel 8, r(0) 070, 1] et:

r(e) e—r(S) cos®

1
e
1.D - Exprimer de maniére simple r(0), r(t/2). Donner une valeur approchée a
10°° prés, en justifiant I'algorithme utilisé, de la constante r(m) .

I.E - Montrer que r est une fonction continue, 2m-périodique et paire;
démontrer qu'elle est de classe c' sur 10, 27 et que, pour tout 6 070, 21 :

g - rzsine
de rcosf—1
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I.F - Donner un équivalent simple en h de la fonction v définie par
hav(h) = 1-u(l1-h) lorsque h - 0 par valeurs supérieures (u est défini au
1.B). Gréce a une expression de 1 -cos8 a l'aide de u(r(0)), en déduire que, lors-
gue 6 - 0 par valeurs supérieures :

r(®) = 1-6 +0(6)
Prouver que 8 a r(0) est de classe C' par morceaux sur IR.
1.G - Un plan affine euclidien orienté est rapporté a un repéere orthonormé di-

rect ; dessiner sommairement la courbe I dont une équation polaire est
p = r(0). Quelle est I'image de I par la transformation complexe z & ze™* ?

Partie Il - Etude des modules des racines

n désigne toujours un entier naturel non nul.

LA - Prouver que, pour kO[ 1, n] , lesx | sont deux a deux distincts. 1l en est
donc de méme des z, .

11.B - Pour p entier naturel, on pose :

H 1 si p=0
i ! P
n! i
qnp=[]j;————: H %—JD sil<spsn

' —p)! m

On’(n-p)

0 0 sip>n

A

On considére le polyndme Q,, défini par :

ol n, aeéte def|n| par la formule (2). Montrer que
Q(X)_anp :2qn’px
p=0 p=0
Exprimer les racines de Q, a l'aide des z,

11.C -

11.C.1) Soit r un réel tel que 0<r<1. Montrer que, pour tout nombre com-
plexe z tel que |z]<r :

1
h—z_Q

< Z (1 _qn’ p)rp
0

p=
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Déterminer :

lim sup
n - o \z\<r

-Qu@)

I1.C.2) En deduire que, pour n assez grand, toute racine z de Q, satisfait
|zl >r puis que pour tout R>1, il existe un entier naturel N tel que pour tout
entier naturel n> N, on ait :

Ok O0{1,2, ..., n}, zn’k\ <R

11.D - On considére une suite (zp) de nombres complexes qui converge vers un
complexe z tel que |z <1.
11.D.1) Déterminer la limite de la suite (zpe_z") si Re(z) = 1.
11.D.2) On suppose Re(z)#1, déterminer la limite des suites de terme
général :

1

_f° toP zpt _Dp_pﬂm
ap_IoBl_a] € dteth'Dp!D

puis la limite de la suite de terme général :

1
+1

p
%I:;%l —%pezptdt P

I1.E - Comportement asymptotique des €, |
I1.E.1) Soit z une racine complexe du polynéme N p - Prouver la relation :

-z ) p+1p I El tDp 2ty @)

(on pourra utlllser une formule de Taylor)
ILE.2) Soit (p,) une suite strictement croissante d’entiers naturels et (an)

une suite de complexes telle que, pour chaque entier n, z, soit une racine de

. On suppose de plus que cette suite converge vers un nombre complexe z.
Montrer que |zl <1 et en déduire, a I'aide de la formule (2), que \ze Z\ 1

-z
I1.E.3) Démontrer qu'en posant &, , = z, e "
. 1
lim max -==0
nﬂmlsksn‘én'k‘ e

(on pourra raisonner par I'absurde et utiliser la question précédente).
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Partie 111 - Répartition des arguments

Dans toute cette partie, n est un entier naturel non nul. On pose, pour pOIN,
non nul :

n
- p
Sn, p 2 Zn,k
k=1
n
. -z,
Snp = > &) (toujoursavec &, , = z, & "*)
k=1
On note p, , le module de &, , et @, , OIR I'un quelconque de ses arguments,
de sorte que :

En, kK = pn, ke
Enfin on rappelle que le polyndme Q,, et les q,, p ont été définis a la question
11.B.
I11.A - Démontrer, que la fonction f, de la variable réelle x :
Q'n(x)
Q.M

est développable en série entiére au voisinage de 0 et que:

Xa

[o0]
— p
f(x) = Z Sn, p+1X
p=0

I11.B - Majoration des S,
111.B.1) Etablir, pour n>1,et p=0, la relation :

p
~(p+1)a, pey = an,isn,p+l—i
i=0

I11.B.2) Calculer s, ,. Prouver, par récurrence sur l'entier p, que, pour tout
n=1 et pourtout p=1 :

ISn, o <37
en déduire :

Sp, o <3P
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I11.C - Equirépartition des g,
111.C.1) Soit p 02z non nul. Prouver que :

n
L
lim =2 e =0
k=1

n - o

111.C.2) En déduire que, si f est une fonction 2m-périodique, continue, de classe
c! par morceaux sur IR, a valeurs complexes :

n
1 1 (™
lim 52 10, =37 f(@do
k=1

Partie IV - Etude des racines de partie réelle positive

IV.A - Notons r, . le module de z, | et 8, son argument tel que —t<8, | <.
Démontrer que :

Jim (max =1 (8]

(on pourra raisonner comme a la question I1.E.3).

Comment interpréter ce résultat qualitativement ?

IV.B - Déduire de la question 111.C.2 et de la précédente que, si f est
une fonction 2m-périodique, continue, de classe c' par morceaux sur IR, a
valeurs complexes :

. 1 - . IJ-T[
lim & 2 18, ~ 10, Jsind, ] =53] f(e)do

=2 k=1
IV.C - On note N, le nombres de racines de P, dont la partie reelle est positive.
Démontrer que lorsque n - o :

o1
No~ 5 =g

oo FIN ooe
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