MATHEMATIQUES I Filiére TSI

MATHEMATIQUES II

Le conditionnement d’'une matrice est un réel qui mesure les erreurs d'approxi-
mation commises lors de la résolution d'un systéme linéaire dont les données ne
sont pas connues avec précision. Plus ce réel est grand, moins le résultat est fia-
ble. L'objectif de ce probléeme est de montrer que certaines matrices (appelées
matrices de Hankel) ont un conditionnement qui croit exponentiellement avec
leur taille.

Notations :

= n désigne un entier supérieur ou eégal & 2. M (IR) désigne I'ensemble des
matrices carrées d'ordre n a coefficients reels, GL,(IR) I'ensemble des matri-
ces inversibles d'ordre n et 1, I'tlément unité de GL(IR).

« IR" est muni de son produit scalaire canonique que l'on notera <. .> .
L'ensemble M, ,(IR) des matrices réelles a n lignes et une colonne sera iden-
tifie a IR".

= Lanorme associée sera notée |.|, de sorte que pour xe IR", x| = / <x, x> .

= La base canonique de IR" est notée (e, ....e,) .

= Si Ae M (IR), on notera g; ; ses coefficients.

e Si ¢, ...,c, sont des vecteurs de IR", on notera [c,,....c,] la matrice de

M, (IR) dont la i-eme colonne est le vecteur c;, pour ie {1,...,n}.
= Si A est une matrice, on notera A* sa transposée.

Question préliminaire : Soit Ae M (IR) symétrique.
= Onditque A est positive si et seulement si VX e M |(IR), X*AX >0.

= On dit que A est définie positive si et seulement si VX e M, (IR)\{0},
X*AX >0.

Montrer qu’'une matrice symétrique positive (resp. définie positive) a ses valeurs
propres positives (resp. strictement positives).

Concours Centrale-Supélec 2001 1/6



MATHEMATIQUES I Filiére TSI

Filiere TSI

Partie I - Norme N sur M (IR)

I.A - Soit A une matrice de M,(IR). Montrer que I'on peut définir le réel N(A)

[AX] et que I'on a alors N(A) = sup 1AX] .

par N(A) = sup E x=0 X[

x| = 1
1.B - Montrer que N est une norme sur M,(IR) et que l'on a
V(A,B) e M, (IR)*, N(AB)< N(A)N(B)

I.C - Soit c,, ..., c, des vecteurs de IR". Montrer que
N([c},....c,]) > max HCIH
i=1..n
1.D - Soit v un vecteur de IR". Montrer que
N([O, ..., 0,v]) = |v]

I.LE - Soit Ae M (IR). Montrer que A*A est symétrique positive et en déduire
que

N(A) = Jp(A*A)

ou p(A*A) désigne la plus grande valeur propre de A*A.

I.F - En déduire que : VAe M, (IR), N(A*A) = N(A).

Partie Il - Conditionnement

Si Ae GL,(IR), on appelle conditionnement de A le réel cond(A) = N(A)N(A‘l).
m
I1.LA - Soit Ae M (IR) telle que N(A)<1.0n pose S,, = 2 A¥. Montrer que la
k=0
suite (S,,) converge et en déduire que 1,- A est inversible.
I1.B - Soit Ae GL(IR) et Be M (IR)\GL,(IR). En remarquant que

N(A)

_ -1
B = A(l,—A (A-B)) montrer que cond(A)zm_—B).
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11.C - Soit A = [c,....,c,]e GL(IR) et v = c,—p(c,) ol pe L(IR") est le projec-

teur orthogonal sur Vect(c,....,c,_;). On pose M = [0,...,0,v]. Montrer que
A-M n'est pas inversible et en déduire que

cond(A)ZM

[

Partie 111 - Matrices de type VDM

On appelle matrice de type VDM une matrice de la forme

-1
Ay 9yX| «oe oo q,x!
n-1
A= 92 GXp e oo A2 X%, ou (X, ..., %) et (qy,....,q,) € IR".
-1
An AnXp e --- an%n

Onadonc a; ; = qx) ™! pour tout (i, je {1,....,n}>.
On suppose dans cette partie que A est inversible et que

Vie {1,...,n}, x| <1.0n note
X, 0 ...0
% 0 x :

q-= et X =| = "2 |, de sorte que
n 0 ... 0 X,

A = [q, Xq, qu, X”_lq] . On note enfin

v = X”'lq— p(X“'lq) ou p est le projecteur orthogonal sur

H = Vect(q, Xq, ..., Xn_zq)
111.A - Montrer que
vue H, vl <[x" gl

et en déduire que pour tout polynédme P de degré n—1, unitaire, a coefficients
réels

IVl < [PCX)l
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111.B - Montrer que pour tout polynéme P de degré n—-1, unitaire, a coefficients
réels
.
sup [P (x)|
xe [-1,1]

I11.C - On définit la suite (T,)

cond(A) >

de polynémes par

ne IN
To(X) =1
T,(X) =X

Thio(X) = 2XT 4 (X)=T,(X) pour tout ne IN

Montrer que
vVne IN,VOe IR, T ;(cos®) = cos(n®)

et en déduire que

sup T ()| <1
xe [-1,1]

111.D - Determiner le degré et le coefficient dominant de T, pour tout ne IN.

I11.E - En déduire que

cond(A) > "2

On admet que lorsque les x; sont quelconques, on a
n

cond(A) = %22

Partie IV - Matrices de Hankel

IV.A-Soit Be GL,(IR). En appliquant le procédé d'orthonormalisation
de Schmidt aux colonnes de B, montrer qu’il existe une matrice Q orthogonale
et une matrice R triangulaire supérieure telles que B = QR.

IV.B - Soit Ae M (IR) symétrique définie positive. Montrer gu'il existe

Be GL,(IR) telle que

A=B*B
et en déduire qu'il existe une matrice R triangulaire supérieure inversible telle
que A = R*R.
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On appelle matrice de Hankel une matrice de la forme

o 0Oy O3 ... O
Oy, O3 ... .. O+

A=, .. ... .. |oU ..., 0,,_, sontdes réels.
Oy Bpgg cee oo Oy

On adonc
a; | = 04, ;_, pour tout (i.j)e {1,....n}>.

A est symétrique et on suppose qu’elle est définie positive. On considére donc
Re GL,(IR) triangulaire supérieure telle que A = R*R.

IV.C - Onnote r;' R =[c,, ....c,] . Exprimer <c;, c;> aUlaide des coefficients de
A etde r, , eten déduire que

V(i e {1 ...n=1}" <cj,.¢j> = <Cicj, >
1VV.D - Montrer que

Vect(cy, ...,c,_) = Vect(e,, ...,e,_)

IV.E - Montrer qu'il existe Te M (IR) telle que

{T(ck) = Cx4, pourtout ke {1,..,n-1}
T(e,) = T*(e,)

IV.F - Montrer que r;' R = [e;, Te,, T’e,, ..., T"'e,] et en déduire que
Vi, e {0,...n=21" <T(T'e). Tle,> = <T*(T'e,), Tle,>

IV.G - Montrer que pour tout x et y de Vect (e}, Te,, ...,T”_zel, e,) ona
<TX,y> = <T*X, y>

IV.H - En déduire que T est symétrique.

IV.1 - En diagonalisant T, montrer gu’il existe une matrice orthogonale Q et
une matrice B de type VDM telles que R = Q*B.

IV.J - En déduire que le conditionnement d’'une matrice de Hankel A définie
positive vérifie cond (A)>3-2"7°.
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IV.K - Un exemple : en considérant sur IR,,_,[X] (ensemble des polynémes de
degré inférieur ou égal & n—1) le produit scalaire

(P.Q) = [, PRt

montrer que la matrice

1 1 1
'3 3+ 7
1 1 1
i 3 ...... n_+f
Hn= l
3 e
1 1 1
nn+1l"" " 2n—1

est une matrice de Hankel définie positive.

L X X3 FIN L X X3
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