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MATHÉMATIQUES I

Notations et d�e�nitions
R2 est muni de la norme k(x; y)k =px2 + y2.
On note C�R+;R� l'ensemble des fonctions continues de R+ dans R et L1 l'ensemble
des fonctions f 2 C�R+;R� int�egrables sur R+. Si f 2 L1, on pose kfk1 = Z +1

0 jf j.
On note B l'ensemble des fonctions f 2 C�R+;R� born�ees sur R+. Si f 2 B, onpose kfk1 = sup

R+
jf j.

Si � 2 [1;+1[, on convient que 0� = 0 ; ainsi t 2 R+ 7! t� est continue.
On pose, lorsque cela a un sens, I(�) = Z +1

0 11 + t� dt.
Si � 2 [1;+1[ et h est une fonction continue de R+ dans R, on note E�;h l'�equationdi��erentielle lin�eaire : (E�;h) : y00 � 11 + t� y0 + y = h
Par d�e�nition, une solution de (E�;h) est une fonction de R+ dans R de la variablet de classe C2 v�eri�ant (E�;h).
Pour une �equation di��erentielle lin�eaire du second ordre (E), de second membre h,on d�e�nit les propri�et�es de stabilit�e suivantes :� on dira que (E) est stable par rapport aux conditions initiales si et seule-ment si pour tout " 2 R�+, il existe � 2 R�+ tel que si f est une solution de (E)v�eri�ant k�f(0); f 0(0)�k 6 �, alors f 2 B et kfk1 6 ".� on dira que (E) est stable par rapport au second membre au sens 1 siet seulement si pour tout " 2 R�+, il existe � 2 R�+ tel que si h 2 L1 est tel quekhk1 6 � et f est solution de (E) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (0; 0), alors f 2 B etkfk1 6 ".� on dira que (E) est stable par rapport au second membre au sens 1 siet seulement si pour tout " 2 R�+, il existe � 2 R�+ tel que si h 2 B est tel quekhk1 6 � et f est solution de (E) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (0; 0), alors f 2 Bet kfk1 6 ".
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De plus, dans le cas de l'�equation (E�;0) :� on dira que (E�;0) est stable par rapport au param�etre si et seulement sipour tous (a; b) 2 R2 et " 2 R�+, il existe � 2 R�+ tel que :si � 2 [1;+1[ v�eri�e j� � �j 6 �, f est solution de (E�;0) et g est solution de(E�;0) avec �f(0); f 0(0)� = (g(0); g0(0)) = (a; b), alors f�g 2 B et kf�gk1 6 ".
Objectifs et d�ependance des parties
L'objectif du probl�eme est d'�etudier le comportement des solutions de (E�;0) vers+1, ainsi que les di��erentes notions de stabilit�e.
La partie I �etudie le cas de l'�equation < limite �a l'in�ni > y00 + y = h.La partie II, ind�ependante de I, �etudie le comportement �a l'in�ni des solutions de(E�;0) pour � > 1.La partie III, qui �etudie les probl�emes de stabilit�e pour � > 1, utilise des r�esultatsde II.A, II.C et I.5.La partie IV, qui �etudie le comportement �a l'in�ni des solutions de (E1;0), utilise
II.B.La partie V, qui �etudie les probl�emes de stabilit�e pour � = 1, utilise les parties IVet II.

Partie I - �Etude de l'�equation y00 + y = h

Si h 2 C�R+;R�, on note (Fh) l'�equation di��erentielle y00 + y = h. Par d�e�nition,une solution de (Fh) est une fonction de classe C2 de R+ dans R v�eri�ant (Fh).
I.A -I.A.1) Donner l'ensemble des solutions de (F0).I.A.2) Dans cette question uniquement, on prend pour h : x 7! cos (x).Donner l'ensemble des solutions de (Fh) dans ce cas.I.A.3) Dans cette question uniquement, on prend pour h la fonction 2�-p�eriodiquesur R+, d�e�nie par
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h(x) = � sin (x) si x 2 [0; �]0 si x 2]�; 2�]D�emontrer que h est continue sur R+ et d�eterminer l'ensemble des solutions de (Fh).
I.B - Stabilit�e par rapport aux conditions initialesSi (a; b) 2 R2, et f est la solution de (F0) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (a; b), montrerque f 2 B et kfk1 6 k(a; b)k.
I.C - Si h 2 C�R+;R�, montrer que f0 : t 2 R+ 7! �Z t

0 h(u) sin(t� u) du� est
solution de (Fh), et en d�eduire l'ensemble des solutions de (Fh).
I.D - Stabilit�e par rapport au second membre au sens 1On donne h 2 L1.D�eterminer la solution f de (Fh) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (0; 0), montrer que f 2 B,et kfk1 6

p2khk1.En d�eduire que (Fh) est stable par rapport au second membre au sens 1.
I.E - Instabilit�e par rapport au second membre au sens 1Soit � 2 R�+.R�esoudre l'�equation di��erentielle y00+y = � cos(t), et montrer que ses solutions sontnon born�ees, et plus pr�ecisement, ne sont pas en o(t) quand t! +1.
En d�eduire la non stabilit�e de (F0) par rapport au second membre au sens 1.

Partie II - Comportement �a l'in�ni des solutions de (E�;0) pour � > 1
II.A - D�emontrer l'existence de I(�), pour � > 1, et sa continuit�e par rapport �a �.
II.B - Rel�evement angulaireOn donne g : R+ ! C� de classe Ck, k > 2.
II.B.1) Justi�er l'existence d'une primitive A de g0g , et montrer que ge�A estconstante.II.B.2) En �ecrivant la fonction A sous la forme A = B + iC, o�u B et C sont desfonctions �a valeurs r�eelles, justi�er qu'existent r 2 Ck(R+;R�+) et � 2 Ck�R+;R� telsque g = rei�.
II.C - Comportement �a l'in�ni pour � > 1
Soit � > 1 et f une solution non nulle de (E�;0). On note q : t 2 R+ 7! 11 + t� �II.C.1) En appliquant II.B, montrer qu'existent r 2 C1(R+;R�+) et � 2 C1�R+;R�
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telles que f = r cos(�) et f 0 = r sin(�).Exprimer r en fonction de f et f 0.
Les fonctions r et � sont �x�ees ainsi pour la suite de la partie.
II.C.2) D�emontrer que �0 = �1 + q sin(�) cos(�). (1)II.C.3) D�emontrer que r0 = qr sin2(�). (2)II.C.4) D�emontrer que r a une limite strictement positive en +1 v�eri�antlim+1 r 6 r(0) exp(I(�)).
D�emontrer que f et f 0 sont born�ees par k�f(0); f 0(0)�k exp(I(�)).II.C.5) D�emontrer que �(t) + t tend vers une limite r�eelle quand t! +1.II.C.6) D�emontrer qu'existent a 2 R�+ et b 2 R tels que f(t)� a cos(t+ b) ��!t!+1 0.
II.C.7) Tracer l'allure du graphe de f vers +1.

Partie III - �Etude de la stabilit�e pour � > 1
Dans toute la partie, � > 1, et (f1; f2) est un syst�eme fondamental de solutions de(E�;0).w = ���� f1 f2f 01 f 02

���� est le wronskien associ�e.

On pensera �a utiliser les r�esultats de II.

III.A - Stabilit�e par rapport aux conditions initialesD�emontrer que (E�;0) est stable par rapport aux conditions initiales.
III.B - Stabilit�e par rapport au second membre au sens 1III.B.1) D�eterminer une �equation di��erentielle v�eri��ee par w, et montrer qu'existenta; b r�eels tels que pour tout x 2 R+, 0 < a 6 jw(x)j 6 b.III.B.2) Si h 2 C�R+;R�, montrer que les solutions de (E�;h) sont les fonctions dutype f = �C1f1+C2f2, o�u C1 est une primitive de hf2w et C2 une primitive de hf1w �
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III.B.3) Quelles sont les conditions n�ecessaires et su�santes requises sur C1 et C2dans la question pr�ec�edente pour avoir �f(0); f 0(0)� = (0; 0) ?III.B.4) D�emontrer l'existence de C 2 R+ telle que : pour tout h 2 L1, la solutionf de (E�;h) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (0; 0) est dans B, et kfk1 6 Ckhk1. En d�eduireque (E�;0) est stable par rapport au second membre au sens 1.
III.C - Instabilit�e par rapport au second membre au sens 1On �xe � 2 R�+.Soit g une solution de y00 + y = � cos(t).Soit f la solution sur R+ de y00 � 11 + t� y0 + y = � cos(t) telle que�f(0); f 0(0)� = (0; 0). On pose � = f � g.
III.C.1) D�emontrer que � est solution de (E�;h), pour une fonction h 2 C�R+;R�v�eri�ant h(t) ��!t!+1 0.
III.C.2) D�emontrer que h(t) ��!t!+1 0 implique que Z t

0 jhj =t!+1 o(t).
III.C.3) Utilisant la r�esolution de (E�;h) vue en III.B, montrer que �(t) =t!+1 o(t).
III.C.4) D�emontrer que (E�;0) n'est pas stable par rapport au second membre ausens 1.
III.D - Stabilit�e par rapport au param�etreOn �xe pour la suite de la question (a; b) 2 R2.Soit � 2]1;+1[.Soit f la solution de (E�;0) v�eri�ant �f(0); f 0(0)� = (a; b), g la solution de (E�;0)v�eri�ant (g(0); g0(0)) = (a; b).On pose � = f � g.
Si � > 1, on pose J(�) = Z 1

0 11 + t� dt et K(�) = Z +1
1 11 + t� dt.

Comme pour I, les fonctions J et K sont bien d�e�nies et continues sur ]1;+1[ (onne demande pas de le montrer).
III.D.1) D�emontrer que � est une solution de l'�equation di��erentielle (E�;h) avec

h : t 7! � 11 + t� � 11 + t�
� g0(t)
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III.D.2) D�emontrer que h 2 L1 et
khk1 6 k(a; b)k eI(�)�jJ(�)� J(�)j+ jK(�)�K(�)j�.

III.D.3) D�emontrer que (E�;0) est stable par rapport au param�etre.
Partie IV - �Etude du comportement vers +1 pour � = 1f est une solution non nulle de (E1;0).On pose g : t 2 R+ 7! f(t)pt+ 1 �

IV.A - �Etablir que pour tout t > 0, g00(t) + �1� 34(t+ 1)2
� g(t) = 0.

IV.B - D�emontrer qu'existent � 2 C2(R+;R�+) et � 2 C2�R+;R� telles queg = � cos(�) et g0 = � sin(�).
IV.C - D�eterminer une �equation di��erentielle v�eri��ee par � et montrer que �(x)+xtend vers une limite r�eelle lorsque x! +1.
IV.D - D�eterminer une �equation di��erentielle v�eri��ee par �, et d�emontrer que �tend vers une limite r�eelle a > 0 en +1.
IV.E - D�emontrer qu'il existe un r�eel b tel que f(t)� apt cos(t+ b) =t!+1 o(pt), o�ua est le r�eel d�e�ni ci-dessus.
IV.F - Tracer l'allure du graphe de f vers +1.

Partie V - �Etude de la stabilit�e pour � = 1
V.A - D�emontrer que (E1;0) n'est pas stable par rapport aux conditions initiales etau param�etre.
V.B - Si � 2 R, et f� : x 7! �x sin(x), calculer f 00� (x)� 11 + xf 0�(x) + f�(x).
Qu'en d�eduire concernant la stabilit�e de (E1;0) par rapport au second membre ausens 1 ?

� � � FIN � � �
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