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Calculatrices autorisées

Dans tout le probléeme, (IT) est un plan euclidien orienté rapporté a un repeére

— =
orthonormal direct (O, i, j ) et Py,..., Px sont k points de ce plan, non contenus
dans une méme droite passant par O.

On rappelle que, si une ellipse admet dans un certain repére orthonormal direct
2
y _
b2
al'intérieur de cette ellipse sont ceux dont les coordonnées dans ce repere vérifient :
2 2
Y
—+55 <L
a? = b?
— —

On note (ﬁ) le plan vectoriel euclidien engendré par i et j .

. X . . N . .
une équation de la forme P + 1, son aire est égale a 7rab et les points qui sont

On dira qu’une ellipse est convenable si elle est centrée en O et si tous les points
Pj,..., P, sont a l'intérieur de 1'’ellipse ou sur l'ellipse elle-méme (les axes d'une
— —

telle ellipse ne sont pas nécessairement dirigés par i et j ).

Une ellipse convenable sera dite optimale si son aire est inférieure ou égale a celle
de toute autre ellipse convenable.

Le but du probleme est de prouver qu’il existe une ellipse optimale, et une seule.

Pour n entier strictement positif, on note M, (IR) I'espace vectoriel des matrices
réelles n x n et S, (IR) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M, (RR).
Si A appartient a M,(IR), on note 4;; le coefficient de A qui se trouve a la i-eme
ligne et a la j-éme colonne.

Note : on identifie une matrice de M; (RR) avec son unique élément a ;.

Partie I - Matrices symétriques
. c d
ILA-Soit A € Mp(R), A= e f)
LA.1) Former le polyndme caractéristique de A.

L.A2) En déduire la somme et le produit des deux valeurs propres (réelles ou
complexes) de A en fonction de la trace de A et du déterminant de A.

I.LA.3) On suppose de plus que A est symétrique. Démontrer que A admet deux
valeurs propres réelles strictement positives si et seulement si son déterminant et
sa trace sont strictement positifs.

Les résultats de la fin de cette partie I sont établis pour un entier n , n > 2 mais ne
seront utilisés, dans la suite du probléme, que pour n = 2.

LB - Soit (i, j) un couple d’entiers tels que 1 < i < j < n. On note M; ; la matrice,
appartenant a M, (R), dont tous les termes sont nuls, a I’exception de m; ; et m;; qui
sont égaux a 1.

IB.1)
a) Iy a6 couples (i, ) tels que 1 < i < j < 3. Ecrire les 6 matrices M;;.

On suppose que nn = 3.

b) Démontrer que les 6 matrices précédentes forment une base de S3(R).

1B.2)

a) Combien y-a-t-il de matrices M ;?

On revient au cas général : n > 2.

b) Démontrer que tout A € S, (R) est une combinaison linéaire des matrices M; ;.
¢) Quelle est la dimension de S, (R) ?
I.C - On identifie tout élément de R" & un vecteur colonne V a 1 lignes. On note 'V
le transposé d’un tel vecteur.
Soit A € S;(IR). On lui associe la forme quadratique g sur R" telle que

VV eR", q(V)="'VAV.
L.C.1) Pour V et V' dans R", exprimer 'unique terme de ‘VA V' en fonction de
q(V), q(V') etq(V +V").

1.C.2) Pour i et j entiers, fixés entre 1 et n, comment choisir V et V' pour que
l'unique terme de 'VA V' soit égal a ai;?

I.C.3) Soient A; et Ay deux matrices dans S, (R) telles que, pour tout V € R", on
ait 'VA, V = 'VA, V. Démontrer que Ay = Aj.
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L.C4) Soient Aj et Ay deux matrices dans S, (R). On suppose que les valeurs
propres Ay, ..., A, de Aj sont strictement positives et que pour tout V € R”, tel que
"VA1 V =1, onaitaussi ‘VA, V = 1.

Soit V € R”, V non nul.

a) Démontrer qu'il existe un vecteur W non nul tel que ‘VA; V = ‘W D W, ot D est
la matrice diagonale ayant Ay, ..., A; comme termes diagonaux.

b) En déduire que 'VA; V est un nombre réel strictement positif.

On note 1> ce nombre.
. ay 14 t t
¢) En considérant " Aq — montrer que ‘VA; V ="VA, V.

d) Démontrer que A; = As.

Partie II - Quelques propriétés de I’ellipse

A tout endomorphisme symétrique f de (ﬁ) on associe la courbe C £, ensemble des
points M du plan IT tels que le produit scalaire OM - f (cﬁ ) soit égal a 1.

ILA -
II.A.1) Démontrer qu'il existe une base orthonormale directe (5, ]_(;) de (ﬁ) telle

N N 4 : 2 2
que C £ admette, dans le repére (O, io, jo ), une équation de la forme A1x° + Ay =
1.

ILA.2) Démontrer que C r est une ellipse si et seulement si les valeurs propres de
f sont deux réels strictement positifs.
IL.B - Réciproquement, soit £ une ellipse de centre O, dans le plan (IT).
—

I1.B.1) Démontrer qu’il existe un endomorphisme f de I1, symétrique et a valeurs
propres strictement positives et tel que & soit la courbe C fassociéea f.
On pourra définir cet endomorphisme par sa matrice dans une base orthonormale

—
directe bien choisie de I1.
II.B.2) Enutilisant le résultat de I.C-, montrer que cet endomorphisme est unique.
II.C - f étant un endomorphisme symétrique de ﬁ, on note My la matrice de f

i, ).

. : : -1 0 0 -1 10
ILC.1) Démontrer que les trois matrices ( 0 1 ),( 1 0 )et ( 0 1

dans la base (

forment une famille libre dans S,(IR).

)

Filiere TSI

I1.C.2) En déduire qu'on peut associer a f un unique triplet («, B,y) de réels tels

)

I1.C.3) Démontrer que f admet deux valeurs propres réelles et strictement po-
sitives si et seulement si le triplet («, B,y) associé a f vérifie les deux propriétés
ci-dessous :

v >a’+ B et

que la matrice Mf s’écrive Mf = (

v > 0.
IL.D - Soit £ une ellipse de centre O, dans le plan (I1) et f I'unique endomorphisme
symétrique qui lui est associé (donc £ = Cy).
Soit(a, B, 7) le triplet associé a f (donc associé a £).
II.D.1) En se placant dans un repére particulier, montrer que les points qui sont a
l'intérieur de £ ou sur £ elle-méme sont les points M du plan tels que

OM - f(OM) < 1.
IL.D.2)  En déduire que ce sont les points M du plan dont les coordonnées dans
(O, ?, 7) vérifient

(7 =) + (7 +a)y* —2pxy <1,
ILD.3) En reprenant le repére particulier, exprimer l'aire de £ en fonction de

Det(f), déterminant de f dans une base orthonormale directe.

I1.D.4) En déduire que cette aire est égale a

Va2
Partie III - Existence d’une ellipse optimale

ITI1.A -

IILA.1)  Justifier que, si les trois points O, P;, P; sont alignés, la suppression dans
I'ensemble £ = {Py, ..., P} del'un (bien choisi) des deux points P; ou Pj ne change
pas l’ensemble des ellipses convenables.

On suppose donc que pour tous i et j distincts, O, P;, P; ne sont pas alignés.
II.A.2) 1l en résulte que les points P; sont tous distincts de O. A chaque point
P; € L on attribue alors un couple (6;,p;) de coordonnées polaires dans le repere
— —
(O, i,j) avecp; > 0.
Soit £ une ellipse de centre O, associée a un triplet (a, 3,7y) . Démontrer que P; est
a l'intérieur de € ou sur £ elle-méme si et seulement si
1
¥ < wcos28; + Bsin26; + sz
i

IIILA.3)  Quelle est la position de P; quand cette inégalité est une égalité ?
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IILB - Démontrer qu’il existe au moins une ellipse convenable.

Dans la suite de cette partie, £y est une ellipse convenable quelconque, fixée définitive-

ment, associée au triplet («g, Bo, v0)-

II1.C -

III.C.1) Démontrer que pour tout r > 1, le triplet (g, Bo, 7o) est associé & une
ellipse £1 de centre O, d’aire inférieure ou égale a celle de &,.

III.C.2) Démontrer qu’on peut, de plus, choisir r de sorte que cette ellipse &1 soit
convenable et passe par 1'un des points P;, ..., P.

On suppose, quitte a réordonner les points Pj, . .., Py, que ce point est P; et que l'on
—

a choisi la base orthonormale directe ( i , j ) de sorte que 6; = 0.

On note (aq, B1,71) le triplet (ag, Bo, 7o) associé a &1.

IT1.D -

III.D.1) Démontrer que, pour tout A > 0, le triplet (a1 + A, B1,y1 + A) est associé
a une ellipse &5, de centre O, passant par P; et dont l'aire est inférieure ou égale a
celle de &£1.

III.D.2) Démontrer que 1 — cos(26;) est strictement positif pour tout i de 2 a k.

II1.D.3) Démontrer qu’on peut, de plus, choisir A de sorte que &5 soit convenable
et passe par I'un des points P, ..., Py.

On suppose, quitte a réordonner les points P, ..., P, que &, passe par P,.
On note (ay, B2, 72) le triplet (a1 + A, B1, 1 + A) associé a &,.

ITILE - On étudie I'ensemble des triplets («, 3, y) qui vérifient
1
Y = acos28; + Bsin26; + p pouri=1let2.
i

ILE.1) Démontrer que ce sont les triplets de la forme (g(B), 8, h(pB)), ot g et h
sont deux fonctions que I'on précisera.

IILE.2) Démontrer que, pour un tel triplet, 7> — a> — B2 est une fonction du second
degré de B, dont le terme de plus haut degré est —B2.

IIILE.3) Démontrer qu'un tel triplet est associé a une ellipse convenable d’aire in-
férieure ou égale a celle de &, si et seulement si B appartient & un certain intervalle
fermé borné non vide (que 1’on ne demande pas de préciser).

III.LE4) En déduire que, parmi les ellipses convenables passant par P; et P,, il en
existe une d’aire minimale.

IILF - Déduire de ce qui précede qu’il existe une (au moins) ellipse optimale et
qu’elle passe par deux (au moins) des points P;.

Filiere TSI
Partie IV - Unicité de I’ellipse optimale

Pour pouvoir raisonner géométriquement, on interprete («, ,y) comme les coor-

données d'un point d’un espace rapporté a un repere orthonormal (€}, T, I, f)
(iln'y a aucun lien entre cet espace et le plan (IT)).

On note K ’ensemble des points de cet espace dont le triplet («, B,y) des coordon-
nées est associé a une ellipse convenable.

Pour la commodité du langage, on suppose que 'axe (Q2, f) est vertical ascendant ;
on pourra donc utiliser les mots « au-dessus » et « au-dessous » pour situer un point
par rapport a une surface, afin d’en déduire une description géométrique d'une
partie de l’espace.

IV.A - Soit H la surface d’équation 7?2 = X%+ Y? dans le repere (Q), 7, T, f)
IV.A.1)  Quelles sont ses sections par les plans d’équations X =0,Y =0etZ =17
IV.A.2)  Quelle est la nature de H?

On note H I'ensemble des points de H qui vérifient Z > 0.

IV.A3)  Donner, sans justification, la position par rapport a Hg des points tels
que le triplet («, B, ) soit associé a une ellipse.

IV.B - Pour i entre 1 et k, on note 7 ; la surface d’équation

. 1 - = —
Z = X cos260; + Ysin26; + p—z dans le repere (O, I, |, K)
i
IVB.1) Quelle est la nature de 7 ; ?
IV.B.2)  Donner sans justification la position par rapport a 7 ; des points de I'es-

pace qui vérifient la relation Z < X cos 26; + Y'sin 26; + p

1
IV.C -
IV.C.1) Déduire de ce qui précéde une description géométrique de I’ensemble /C.

IV.C2) Justifier que si deux points M; et M, appartiennent a K, le milieu du
segment M; M, appartient a K.

Dans la suite de cette partie, £ est un réel strictement positif. On note H la surface
d’équation

vAED SERGENA
et H;" I'ensemble des points de H, qui vérifient Z > 0.
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IV.D -
IV.D.1) Quelles sont les sections de H, par les plans d’équations X =0,Y =0,
Z=10,7Z=2V0?

IV.D.2) Quelle est la nature de H,; ? On demande une réponse précise mais sans
justification.

IV.D.3) Représenter la partie de 1, comprises entre les plans Z = 0 et Z = 2V/7.

IV.E - Soient M; et M, deux points différents de 'Hf , M3 le milieu du segment
M1 M; et (a3, B3, 73) les coordonnées de M.

IVE.1) Donner, sans justification, la position de M3 par rapport a H,™

IVE2) Endéduire que 732 — a3 — B3% > L.

IV.F - Déduire de ce qui précede que l'ellipse optimale est unique.

Partie V - Exemples

V.A - On suppose ici que I'ensemble £ = {Py,..., P} admet un axe de symétrie A
passant par O.

V.A.1)  En utilisant le résultat de la partie IV, montrer que A est également axe de
symétrie pour l'ellipse optimale.

V.A2)  Application : On suppose que k = 2 et que les coordonnées de P; et P,
dans (O, ?, T) sont respectivement (2,1) et (2, —1).

a) Justifier que 1’équation dans (O, ?, 7) de l'ellipse optimale est de la forme

2 2
Sl Y
a b2

b) Déterminer a et b.

V.B - On suppose ici que k = 4 et que P, P>, P3, P4 ont respectivement pour coor-

. 1 1
données (3,0), (3,V3), (O, E)' (3, 5)
V.B.1) Justifier qu’on peut supprimer le point P;.

V.B.2) Donner un systeme de coordonnées polaires pour P;, P,, P;.
V.B.3) Comment s’écrivent ici les trois inégalités du I11.A.2) ?

V.B.4) Démontrer qu’il n’existe pas d’ellipse de centre O, passant par P; et P et
contenant P,.

On admet que, de méme, il n’existe pas d’ellipse de centre O, passant par P; et P3
et contenant P;.

Filiere TSI

V.B.5)  Exprimer 7% — 4 — % en fonction de B lorsque les deux premires inéga-
lités du III.A.2) sont des égalités.

V.B.6) Pour quelle valeur de j cette fonction est-elle maximale ?

V.B.7) Donner une équation cartésienne de l'ellipse optimale et la tracer en s’ai-
dant, par exemple, de la calculatrice.

eeeFFINeoeoeo
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