Epreuve Maths 2 filiere MP : quelques sujets posés en 2010

Sujet 1

Soit (Bn)nen UNe suite réelle, croissante et non majorée, #see 1. On s'intéresse a la suite
(un) neny définie par récurrence par:

Uo>0etvne N, Uy1 = Up®

Bn

1. Justifier que, si pour tout entiar u, > fn, alors la suit&€un)ney tend versro.
Montrer que s’il existe un entidetel queuy < Py, alors la suitgun) ney €St CcONvergente, de
limite nulle.

2. En déduire I'existence d’'un élémente R U {+w} tel que:

(uo<),:>un — O)et(uo>/l:>un — +oo>

N—>+00 N—>-+00

3. Pour cette question, on suppghe= y/n+ 1 pour toutn. A I'aide du logiciel de calcul
formel, justifier rigoureusement le comportement de laespour certaines valeurs de et
en déduire un minorant de

4. On introduit maintenant la suiten),.y définie par

Yne N, v, = |r12Lan

Exprimerv, en fonction devg et des termes de la sui¢Bn) nex.

5. On suppose qu’il existe > 1 tel queB, = O(p") quandn tend vers+oo. Justifier que
A € R et donner son expression sous la forme d’'une somme de série.

6. On reprend le cas particulier de la question 3. Donneride’du logiciel de calcul formel
une valeur approchée de
Déterminer un entien tel que la somme partielle d’ordrede la série précédente donne une
valeur approchée dea 10 pres.

Sujet 2

1. Utiliser le logiciel de calcul formel pour exprimer, pdout couple d’entiergn,m) € N2,
la valeur de I'intégrale :

le”(l — X)Mdx
0

a l'aide des factorielles!, ml et (n+ m+ 1)!.

2. Soienta etb deux réels. a. Démontrer que la série de terme géﬂ(%%;% est
™.

convergente.
b. Démontrer a I'aide de la question 1., I'existence d’'urypémeP,, a préciser tel que

§ an+b J-l Pan(X)

3n — 2)3(y2 3

Py ( ! ),zn 0o (X-2)°(x*+1)

On pourra utiliser le logiciel de calcul formel pour le cdlde certaines sommes de séries.
3. Alaide du logiciel de calcul formel, déterminer alorudeéels rationnela etb tels que:
— an+b

nzz%) <3nn>.2n B




Sujet 3.

On considére I'équation différentiell&) : y'(x) = sinx — y(x)3.

1. a. Soit(a,b) € R?. Justifier I'existence et I'unicité d’une solution maxiteg de (E) telle
quey(a) = b. Que dire de son intervalle de définitidr? Que dire de deux solutions
maximalesyi, y. Vérifiant respectivement;(a) = bety.(a+2r) = b?

b. Avec le logiciel de calcul formel, tracer simultanémes# fjraphes des solutions telles
quey(-1) = k/ 5 aveck = -5,-4,...,5, d’'abord suf-1, 5] puis surf-1,15.

2. Dans cette questiog,est une solution maximale &), définie sur I'intervalle]. On veut
établir que sup = +w. Soita € Jetb = y(a).

a. Montrer que sb > 1, il existea’ > atel quey(a’) = 1 (raisonner par I'absurde). Enoncer
une propriété analoguelsi< —1.

b. Montrer que sb = 1, alorsy est strictement décroissante au voisinaga.dénoncer une
propriété analogue & = —1.

c. Montrer que sifl< 1, alorsy(x)|< 1 pour toutx € JN [a,+o[. Montrer alors que

supd = +o (observer queg est lipschitzienne surN [a, +oo[)

d. Conclure que dans tous les cas, 3up+o et qu'il existexo tel que ly(x) |< 1 pour

X > Xo.

3. On va établir 'existence d’'une solution () définie surR et 2z-périodique. On note
I'application qui ab € [-1, 1] associe la valeur exn= 2 de la solution maximale dg)
telle quey(0) = b.

a. On admet que la fonctigmvérifie: [p(b2) — p(b1)< b2 — bi| pour toush;, b, distincts
dans[-1, 1]. Montrer quep possede un unique point fidxe dans[—1, 1]

b. On notey, la solution maximale d€E) telle queyo(0) = bg. Montrer quey, est définie
surR et qu’elle est 2-périodique.

c. A l'aide du logiciel de calcul formel, donner une valeupegrhée déy et tracer le
graphe deyo sur un intervalle "assez large" de part et d’autre de 0.

Sujet 4.

On considére dans le plan affine euclidigf, un arcl” de classeC! et régulier, paramétré
par une abscisse curviligseM : s € R »~M(s) € R2. Pour toutsdeR, on noteG(s) le centre

de gravité de I'aré(0)M(s), défini ainsi :
vse R, G(s) - 4 [ M) du; etG(0) = M)

Soit alorsA I'arc paramétré pa6G : s € R ~»G(9).

1. Dans cette questioi,est I'arc paramétré pai(t) = (t,cosht) ou coslt est le cosinus
hyperbolique dé. Calculer son abscisse curviligs@aulle ent = 0 et paramétrer pars. En
déduire les coordonnées @€s). Tracer sur un méme graphique les supportE deA.

2. On suppose dans cette question que lfaest paramétré pa(t) = (t,f(t)) ou la fonction
f: R - R est convexe et de clas€s.
a. Soit(x,y) € R2. Montrer quey > f(x) = Yue R, y>f'(u)(x-u) +f(u) .
b. En déduire que le support de I'akeest "au-dessus" du support Oe

3. Reprendre les questions posées au 1. avecll'garamétré pa(t) = (cost, sint).

4. On suppose dans cette question que la fondtia@st périodique de période> 0.
a. Montrer qués(s) converge vers un poirg lorsques tend verstoo.
b. Que représent@ pour le support d& ? Montrer que est un point multiple de I'ara.
c. Avec I'exemple de la question 3., compléter le graphigeesupports dE et A par celui
des segments de droif®1(s)G(s)) pours = 7, 37” etn. Emettre une conjecture puis la
démontrer dans le cas général.



Sujet 5.
Soitp un nombre premier. Pour tout entiee {1,...,p— 1}, on pose:

_ (-1
SETCE

1. Cette question est a traiter a I'aide du logiciel de caiouhel. Les instructionst hpri me
ou i sprinme de Maple ePri e[ .] de Mathematica peuvent étre utiles.
p-1
a. Etudier la divisibilité de I'entiep_ px parp pour les 20 premiers nombres premiers.
k=1
p-1
b. On note% la fraction irréductible représentant le ration@l%. Etudier la divisibilite
p k=1
dea, parp? pour les 20 premiers nombres premiers.
2. On suppose que le nombre prenpegst supérieur ou €gal a 5 et on se place dans le corps
ZIpZ. On notek la classe d’'un entigt € Z dansZ/pZ.
a. Montrer que(p - 1)! = -1.

b. Montrer que pour tout € {1,...p— 1}, on a;py = (k_2> -

L, Pl p-1
c. Montrer queZ(k‘l> = Z(k ) . Conclure quant a la divisibilité d®_ px parp .
k=1 k=1 k=1

p1
3. Onrappelle queil—p est la fraction irréductible représentant le rationEl%.
P k=1
p-1
Exprimerp by D _ px en fonction dea,. Qu'en conclut-on ?
k=1

Sujet 6.

On noteE = C" le C-espace vectoriel des suites complef®g oy . Pour toute suite
U = (Un)ney deE, on définit la suiteT u = vpar:vVn € N, v, = Unp1.
1. On définit ainsi un endomorphisniede E. Déterminer ses valeurs propres et ses
sSous-espaces propres.
2. SoitA € C. Déterminer keT — A idg)?2.
3. SoitF le sous-espace vectoriel B#eensemble des suit€an), .y déefinies par
(Uo, U1, Uz, u3) € C* et vérifiant la relation de récurrence:

Vn S N, Un+4 = 6 Un+3 - 13 Un+2 + 12 Un+1 - 4 Un .

a. Montrer gqu’il existe deux scalairds, 1, tels que
F= ker(T— llidE)z o) ker(T— lzidE)z.
b. En déduire une méthode de calculwgour (un)ney appartenant &.
c. Expliciterun lorsque(uo, us, uz,us) = (1,-1,1,-1).
4. Pour(un) .oy appartenant &, on noteV, le vecteur colonn®y = '(Un, Uns1, Uns2, Uni3)-
Déterminer une matrickl € M4(C) telle que:vn € N, Vi1 = M V.
A I'aide du logiciel de calcul formel, déterminer le polynéroaractéristique et le polynédme
minimal deM. Calculer alorsM" pourn € N en fonction dd 4,M,M?,M3.
En déduire une autre méthode pour déterminer les élémeifts de

Sujet 7.

SoitA : R »Mp(R) une fonction de classg! surR etB : R »Mu(R) une fonction
continue suiR vérifiant, pour tout € R:



A'(t) = A(D)B(t) — B)A()

1. On demande de résoudre cette question avec le logiciglldel ormel. Icin = 2. On

t 1
définit la fonctionB : t ~ 5t ) Résoudre I'équation différentielle
A'(t) = A(t)B(t) — B(t)A(t) d’inconnueA : t » A(t) € M>(R). Que dire des valeurs
propres deA(t) ? Calculer la trac@r(A(t)¥) des matricegA(t))* pourk = 1,...,5.
2. SoitU € M,(C) et(41,...,4An) une liste de valeurs propres Uearépétées avec multiplicité.
Pourp = 1,...,n, on définit les quantitégi,(U) = > AiAiy. . Aj, €t

1<iq<ip<..<ip<n

n
S(U) = Y ()P . Onadmetalors les relations générales suivantes (ou on aBotéok au
i=1

1
lieu deS(U) eto(U)), pourp=1,...n: S+ E](—l)koks“ + (-1)Ppo, = 0.
k=1

Démontrer que sV € M (C) vérifie pour toutk = 1,...,n: Tr(UX) = Tr(V¥), alors
(A1,...,An) est aussi une liste de valeurs propred/dautrement ditJ etV ont mémes
valeurs propres avec mémes multiplicités)

3. Soitk e N*. Montrer que I'application — A(t)* est dérivable et que sa dérivée s’exprime a
I'aide deA(t)k et B(t).

4. a. Qu’en déduit-on pour I'applicatidn-> Tr(A(t)¥), k e N* ?
b. Que conclure pour les valeurs propres (réelles ou corap)aleA(t) lorsquet décritR ?

Sujet 8.

On considére I'ensemblg, des matrice$! € Mp(R) sans valeur propre réelle et telles que
™M =M2,
1. a. Lorsquen = 2, déterminer a l'aide du logiciel de calcul formel I'ensdendy,; vérifier
gu'il est constitué de deux matrick,, Mo.
b. Retrouver ces matrices par le calcul.
c. Montrer qu'il existe une matrice orthogondte= O,(R) telle que'P M1 P = M.
2. Montrer que I'ensemblé&; est vide.

-1 1 -1

< - . ] -1 1 -1

3. Montrer a l'aide du logiciel de calcul formel que la magrk = = L 1 1
-1 -1 -1 -1

appartient &.

4. a. Montrer que tout endomorphismé’un R-espace vectoriel de dimension finte2, sans
valeur propre réelle, admet au moins un plan stable.
b. SoitE un espace vectoriel euclidielr,un sous-espace stable par un endomorphisme
dont I'adjointu* vérifie u* = u?. Montrer que I'orthogonal dE est aussi stable par
c. Montrer, lorsqua = 4, que pour toute matridd € &4, il existeP € O4(R) telle que

12 /312 0 0
-J3/12 172 0 0

0 0 -1/2  J3/2

0 0 -J3/2 -112

d. Expliciter une telle matricP pour la matriceA de la question 3. Vérifier le résultat avec
le logiciel.

PMP =



