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L’objet du probleme est ’étude de quelques outils permettant ’étude des signaux déterministes.
On note F (R, R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R.

On dit qu’une fonction f de F(R,R) est & support compact s'il existe deux réels a et b vérifiant a < b tels que
f est nulle en dehors du segment [a, b].

On considére dans tout le probleme ’ensemble F . des fonctions continues par morceaux de R dans R ; on
appelle de telles fonctions des signaux réguliers.

On note ) la fonction dérivée k-itme d’une fonction de classe €% ; si k =0, f*) = f.
I Etude de nouveaux espaces fonctionnels

I.A — Fonction test C>* d support compact
On note 2 V’ensemble des fonctions de R dans R de classe € et a support compact.

Dans cette sous-partie, on note ¢ la fonction définie par :

{(p(&C)ZO si|z] > 1

1—1‘2) si|z] <1

I.A.1)

a) Etudier les variations de ¢.

b) Tracer la représentation graphique de .

¢) Montrer que @ est €.

d) Montrer que D est un espace vectoriel sur R non réduit a {0}.

I.A.2) Montrer que la fonction dérivée de tout élément de D est un élément de D.

I.A.3)
a) Montrer que f[R (t) dt est un réel strictement positif.

b) Pour tout réel x, on pose f(x) = _el@) et, pour tout entier naturel n non nul, p,,(x) = nf(nz).

Joe(t)dt

Montrer que
Vn € N* /pn(a:)dle
R
Pour toute fonction f appartenant a &, et tout entier naturel non nul n, on pose
(Fop)00) = [ 100, (o~ 01
R

I.A.4) Soit f une fonction appartenant a 7 .

Montrer que la fonction f * p,, est de classe C*°.

I.A.5) Soit I la fonction qui vaut 1 sur l'intervalle [—1, 1], et 0 ailleurs. Pour n € N*, on pose I, (z) = I*p,, ().
a) Pour n € N* et x € R, exprimer I, (x) en fonction de ¢.

b) Pour n € N*, montrer que I,, appartient & D et étudier ses variations.

¢) Représenter graphiquement I, et I5.

d) Montrer que la suite de fonctions (I,,) converge simplement vers une fonction J que 'on déterminera. Montrer
que J et I sont égales sauf sur un ensemble fini de points.

e) La suite de fonction (I,,) converge-t-elle uniformément vers J ?
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I.B — Fonctions C*° a décroissance rapide

On dit qu’'une fonction réelle f de classe €*° sur R est a décroissance rapide si

V(n,m) € N?, lir+n ™ (z) = lim a™f™(x) =0
T—+00

Tr—r—00
On note & I'ensemble des fonctions de R dans R de classe € a décroissance rapide.
I.B.1) Montrer que 8 est un espace vectoriel sur R.
I.B.2) Montrer que si f est dans § alors f (P) est dans 8 pour tout entier naturel p.

I.B.3) Montrer que si P est une fonction polynome et si f est dans 8, alors Pf appartient & S.

ITI Espace des distributions sur 2

II.A — Définitions, exemples

D
On dit que la suite de fonctions (¢,,),cn de D converge dans D vers la fonction ¢ de 2 et on note ¢, — ¢

si, pour tout entier £ € N, la suite de fonctions (‘pék))nE[N converge uniformément vers ¥ et s'il existe un réel
a > 0 tel que

VneN,Ve eR, |z|>a= ¢, (x)=0

On appelle distribution sur 2 toute application linéaire T : D — R qui vérifie

D
Vo e D, V(o )pen €PN @, — 0= T(p,) = T(p)

On note D’ I'ensemble des distributions sur D.

IT.A.1) Montrer que si f € F,. alors 'application Ty définie par

400
VoeD  Ty(p)= f(@)p(z) da
définit une distribution sur D.

On appelle distribution réguliere toute distribution de la forme T, ou f € F,.
IT.A.2) Soit U la fonction définie par

Ux)=1 siz>0
=0 siz<0

Justifier que U définit une distribution sur 2.
IT.A.3) Soit a un nombre réel.
a) Montrer que lapplication d, qui & tout ¢ € D associe p(a) est une distribution.

b) En utilisant la suite de fonctions (¢, )pen- d’é1éments de D définie par

(t—a)? .
t —1 1
vteR, ont) =4 P G ar iymi—aijm) SEEle-lmatl/nl
0 sinon
montrer que Vf € F ., Ty # 4.
II.B — Dérivation des distributions sur D

Si T' est une distribution sur D, on définit la distribution dérivée T par
VoeD, T'(p)=-T(y)

II.B.1) Justifier que T est une distribution sur 2.
Dans la suite du probleme, pour f € F

8T

on notera T = (Ty)"

I1.B.2) Soit f une fonction continue de R dans R. Si f est de classe €1, montrer que (Ty) = Ty,. Adapter ce
résultat au cas oll f est de classe €' par morceaux.

I1.B.3) Montrer que T}, = d.
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I1.B.4) On considére application T' qui & toute fonction ¢ de D associe le nombre réel T'(p) défini par

0 +oo
T(p) = / to(t) dt + / o(t) dt
0

-1
a) Montrer que T est une distribution réguliére.
b) Calculer la dérivée de cette distribution.

I1.B.5) Si f est un élément de F . et si a est un réel, on pose

lim f(z) = f(a™) et lim f(z) = f(a®)

T—a~ r—at

La différence f(a™) — f(a™), appelée saut en a, est notée o(a).

a) Soient ay, ..., a, des réels tels que a; < ... < a,,.

Soit f: R — R une fonction de classe €' par morceaux.

On suppose de plus que f est continue sur |—00,a;[UJa;,ay[ U ... U]a,, +-00l.

Montrer que
P
T/ =Ty +) o(a;)d,
i=1

b) Retrouver par cette méthode les résultats des questions I1.B.3 et I1.B.4.b.

II.C — Suites de distributions sur D

On dit que la suite de distributions (7},),,¢ converge vers la distribution T si

Ve e D, lim T,(p) =T(p)

I1.C.1) Pour n entier naturel non nul, on considére la fonction U, nulle sur les réels négatifs, affine sur
Iintervalle [0,1/n], égale & 1 pour les réels plus grand que 1/n et continue sur R.

a) Montrer que la suite de distributions régulieres (T, )¢y converge vers T;.

b) Montrer que

VYpeD T/,

n

1/n
(¢) = / nip(t) dt
0

¢) En déduire que la distribution T{]n est réguliere et donner une fonction V,, telle que Ty, = T[}n.

d) Représenter V,, pour n =1,2,4.

e) Montrer que si la suite de distributions (7, ),,¢) converge vers la distribution 7', alors (T77),,c,, converge vers
7.

f) Quelle est la limite de T/, quand n tend vers I'infini ?

I1.C.2) Pour tout entier naturel non nul n, on consideére les fonctions

n

@) = e

gp(x) = na™ si z € [0,1] et nulle ailleurs

h,(z) =n%sinnz six € [—7/n,7/n] et nulle ailleurs

a) Vérifier qu’elles appartiennent a F .

b) Etudier les variations des fonctions fns Gn €t h, puis tracer leur représentation graphique pour n = 1 et
n=2.

¢) Etudier la convergence des suites de distributions (Ty, ), (T,,) et (T}, ).

o e o[INe oo
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