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Oral
Mathématiques 2

MP

Dans cet exercice on considère l’équation différentielle linéaire

(ℰ) : (1 − 𝑥)3𝑦″(𝑥) = 𝑦(𝑥)

On note 𝑓 l’unique solution de (ℰ) sur l’intervalle ]−∞, 1[ vérifiant les conditions initiales 𝑓(0) = 0 et 𝑓′(0) = 1.

1. a. Justifier l’existence de cette fonction.

b. En utilisant la méthode d’Euler, tracer une approximation du graphe de 𝑓 sur [0; 0,9].

2. a. Justifier que 𝑓 ∈ 𝐶 ∞(]−∞, 1[, ℝ).

b. On pose, pour tout 𝑛 ∈ ℕ

𝑎u� = 𝑓 (u�)(0)
𝑛!

Établir que la suite (𝑎u�)u�∈ℕ vérifie une relation de récurrence liant 𝑎u�+2, 𝑎u�+1, 𝑎u� et 𝑎u�−1 pour tout
entier 𝑛 ⩾ 1.

c. Calculer alors 𝑎u�, pour tout 𝑛 ∈ [[0, 20]].

d. Démontrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, |𝑎u�| ⩽ 4u�.

e. Qu’en déduit-on en ce qui concerne la fonction 𝑓 ?

3. Que peut-on dire du signe de 𝑓 sur [0, 1[.

4. Démontrer que pour tout 𝑥 ∈ [0, 1[

𝑓(𝑥) ⩾ 𝑥 +
u�

∫
0

(𝑥 − 𝑡)𝑡
(1 − 𝑡)3 d𝑡

Calculer cette dernière intégrale. Que peut-on en déduire concernant le comportement de 𝑓 en 1− ?
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