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Oral
Mathématiques 2

TSI

𝐸 = ℝ[𝑋].

1. Soit 𝑛 un entier positif ou nul. Montrer que lorsque 𝑡 → +∞, 𝑡𝑛e−𝑡 = 𝑜 ( 1
𝑡2 ).

En déduire que l’intégrale 𝐼𝑛 =
+∞

∫
0

𝑡𝑛e−𝑡 d𝑡 est convergente.

2. Calculer 𝐼𝑛 pour 𝑛 = 0, 1, …, 8.

3. On considère l’application 𝜑 définie sur 𝐸×𝐸 par 𝜑(𝑃 , 𝑄) =
+∞

∫
0

𝑃(𝑡)𝑄(𝑡)e−𝑡 d𝑡 où 𝑃 et 𝑄 sont deux éléments

de 𝐸.

Montrer que pour tous polynômes 𝑃 et 𝑄 cette intégrale est bien convergente.

Montrer que 𝜑 est un produit scalaire.

On suppose désormais que 𝐸 est muni de ce produit scalaire et on pose 𝜑(𝑃 , 𝑄) =< 𝑃, 𝑄 >.

4. On considère 𝐹 = Vect(𝑃0, 𝑃1, 𝑃2) avec 𝑃0 = 1, 𝑃1(𝑋) = 𝑋 et 𝑃2(𝑋) = 𝑋2.

Construire une base orthonormale de 𝐹 pour le produit scalaire défini précédemment à partir de la famille
(𝑃0, 𝑃1, 𝑃2).

5. Déterminer la projection orthogonale du polynôme constant 𝑃3 défini par 𝑃3(𝑋) = 𝑋3 sur 𝐹.
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